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ZUR EIGENSCHAFT Pi LOKALKOMPAKTER GRUPPEN 
VON 
H. RINDLER 
(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of January 27, 1973) 
Sei G eine beliebige lokalkompakte Gruppe mit linkem HaarmaB dx. 
Setzt man fur f E Li(G) 
&f(x) =f(xy)do(y) (do: linker Haarmodul), 
so erhilt man einen isometrischen Operator auf ,51(G). 
Bekanntlich hat G die Eigenschaft Pi genau dann, wenn fur alle f E Li( G) 
mit J f(x)dx= 0 (diesen Raum bezeichnen wir mit Lo(G)) gilt: 
inf {II 2 cn 4Jll 1, cn>o, &&=l)=O 
(siehe [6], Ch. 8, $ 4.4 und 0 4.5, wo dieses Ergebnis bewiesen wird). Wir 
definieren nun: G hat die Eigenschaft PC, wenn fiir alle f E Lo(G) 
inf {II 2: cn 41,fll 1, &&EC, &=l}=O. 
Es erhebt sich die Frage : Sind die Eigenschaften PI und PC glquivalent ? 
Wir k&men die Frage nicht restlos beantworten, die Aquivalenz aber 
fur eine groBe Klasse von Gruppen beweisen. 
THEOREM 1. Fur lokalkompakte Gruppen G, fur die G/Go kompakt ist 
(GO = Zusammenhangskomponente), sind die Eigenschaften PI und PC 
iiquivalent. 
Die Relation PI =+ P, ist trivial, also ist nur zu zeigen: Wenn G die 
Eigenschaft PI nicht hat, dann hat G such nicht die Eigenschaft PC. 
Fur eine spezielle Klasse von Gruppen, wird dies aus einer Bemerkung 
REITER’S folgen ([6], Ch. 8, $ 7.4, Remark). Das allgemeine Ergebnis 
erhalt man dann mittels der Strukturtheorie lokalkompakter Gruppen. 
LEMMA 1. Sei G eine lokalkompakte Gruppe mit den Eigenschaften: 
a) Es gibt eine kompakte Untergruppe K und eine abgeschlossene Unter- 
gruppe H, K n H = {e> G=K.H. 
b) In der (eindeutigen) Darstellung x= k.h (k E K, h E H) fiir alle x: E G, 
sind k und h stetige Funktionen. 
c) G ist unimodular, H nicht. 
Dann hat G nicht die Eigenschaft PC. 
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BEWEIS : Nach REITER (lot. cit.) gibt es unter den Voraussetzungen 
des Lemmas ein fs E Ll(G) mit J /o(x) dx= 0 derart, da13 
inf {I] 2 c,&,fol~l, yn E G, cn EC, x cla= I}>0 gilt. 
Wir wollen nun Lemma 1 verallgemeinern. Dazu bentitzen wir folgendes 
LEMMA 2. Sei N eine abgeschlossene normale Untergruppe von G. 
Hat G die Eigenschaft PC, dann gilt dies auchfiir die Quotientengruppe GIN. 
BEWEIS: Setzt man 
Tiv:Ll(G)+ Ll(G/N) TNf(k)=JNf(xy)dy, 2=nlv(x) nlv:G -+ G/N, 
dann gilt: TN ist surjektiv und TN(&/) =A~TN~, jlT~l/ < 1.’ (Siehe [6], 
Ch. 3, $ 3.3. (i) und 5 4, sowie [7], 5 13, (7).) Sei f E Lo(G/N) beliebig. Es 
gibt ein f E Lo(G) (!) mit TNf =f ([6], Ch. 3, 9 4.4, (10) und 0 4.5 (iii)). 
Man erhalt daher (im folgenden wird das Infimum tiber alle endlichen 
Summen mit cn E C, 2% cn = 1 und yn E G genommen) : 
inf Q:, cnA&[l=inf 112 cnAtimTNflll=inf IITN( 2 CnAunf)lll< 
Q inf 112 h.&mfI11=03 
da G laut Voraussetzung die Eigenschaft PC hat. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 
Wir wollen nun Theorem 1 zunachst fiir beliebige zusammenhangende 
Gruppen beweisen. 
1st G eine halbeinfache, nicht kompakte Liegruppe mit trivialem 
Zentrum, dann erfiillt G die Eigenschaften a), b), c) in Lemma 1. 
Dies folgt aus der Iwasawazerlegung solcher Gruppen. (Siehe [6], Ch. 8, 
3 7.5.) 
Wir zeigen : 
LEMMA 3. Sei G eine zusammenhangende lokalkompakte Gruppe. G ist 
genau dann keine Pi-Gruppe, wenn es eine normale Untergruppe N gibt, 
sodaB die Quotientengruppe G/N eine halbeinfache nichtkompakte Lie- 
gruppe mit trivialem Zentrum ist. (Die normale Untergruppe N hat 
tiberdies die Eigenschaft Pi.) 
Die eine Richtung von Lemma 3 ist einfach zu zeigen: Gibt es eine 
Quotientengruppe G/N mit obiger Eigenschaft, dann hat G/N nicht die 
Eigenschaft Pr ([6], Ch. 8, $ 7.5.), daher such G nicht ([6], Ch. 8, Q 3.3). 
Beweis der Umkehrung. Angenommen G sei keine Pi-Gruppe. 
Da G zusammenhangend ist, gibt es eine kompakte normale Unter- 
gruppe H, soda3 G/H eine zusammenhangende Liegruppe ist. ([4], 
Theorem 4.6.). 
Sei G’ = G/H, R das Radikal von G’, d.h. die grol3te auflijsbare zusam- 
menhangende normale Untergruppe von G’. 
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Sei G”= G’IR, dann ist G” zusammenhangend und halbeinfach. Sei 
schlieglich 2 das Zentrum von G”, dann ist G”‘=G”/Z eine halbeinfache, 
zusammenhangende Liegruppe mit trivialem Zentrum. ([S], Ch. 8, Q 7.6.). 
2 entspricht in G eine normale Untergruppe N, mit G/N = G”‘. N hat eine 
Faktorreihe, bestehend aus den Faktoren: 2 (abelsch), R (au&bar) und 
H (kompakt). Da alle diese Gruppen die Eigenschaft PI haben, gilt dies 
such fur N ([6], Ch. 8, $ 3.3). 
Ware G/N kompakt, dann ware aus denselben Griinden G selbst eine 
PI-Gruppe, im Widerspruch zur Voraussetzung. Daher ist G/N eine 
halbeinfache, nicht kompakte Liegruppe mit trivialem Zentrum und 
Lemma 3 bewiesen. 
Damit ist Theorem 1 fiir den zusammenhiingenden Fall bewiesen. 
BEMERKUNO. Nach IWASAWA ([S]), L emma 3.12) ist jede halbeinfache 
zusammenhangende Liegruppe Gr von der Form Gr = (KI x I’). HI, wo Kr 
kompakt, V eine Vektorgruppe (V kann sich such auf (0) reduzieren) 
und HI auf&bar ist. PI =KI x V und HI sind PI-Gruppen. Sei jetzt G 
eine .zusanmenhtingende lokalkompakte Gruppe, die nicht die Eigenschaft 
PI hat; dann gibt es auf Grund von Lemma 3 eine normale PI-Unter- 
gruppe N mit GIN =Gr. Den PI-Untergruppen FI, HI von Gr entsprechen 
dann PI-Untergruppen P, H von G und es gilt G = Fe H ! (Die Zerlegung 
braucht nattiirlich nicht eindeutig zu sein.) 
Urn den Beweis von Theorem 1 zu vollenden, beniitigen wir noch 
folgendes 
LEMMA 4. Sei U eine offene Untergruppe von G. Hat G die Eigen- 
schaft PC, dann hat such U diese Eigenschaft. 
Der Beweis ist im Prinzip einfach : Sei f E Ls( U) beliebig. f kann man 
in natiirlicher Weise als Element von Lo(G) auffassen. Da G laut Voraus- 
setzung die Eigenschaft PC hat, gibt es zu jedem positiven E > 0 Elemente 
yn E G und cn E C mit 2 cn= 1 derart, da13 
112 cn&Jll<~ ist. 
Die yg liegen in gewissen rechten Nebenklassen von U: Ual, . . . , Uam ; 
es gilt : yn = yn, yak mit yla, k E U. Ersetzt man cn analog durch d,, k, wobei 
&,k= 0 gesetzt wird fiir yn $ Uak, SO gilt 
Wegen x-h d,,t= 1 und yn,k E U folgt das Lemma unmittelbar. 
Wir kijnnen nun den Beweis von Theorem 1 zu Ende fiihren. Sei G 
gegeben mit G/Go kompakt, G habe nicht die Eigenschaft PI ; es ist zu 
zeigen, da13 G dann such die Eigenschaft PC nicht hat. Es gibt eine kom- 
pakte normale Untergruppe H, fiir die G’ = G/H eine Liegruppe ist ([a], 
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Chap. IV, Theorem 4.6.). Sei GO’ die Zusammenhangskomponente von G’, 
dann ist Go’ offen und G’/G,-,’ kompakt, da G/Go kompakt ist (G’/Gs’ ist 
sogar endlich. ) . 
Da H und G’/Gs’ kompakt sind folgt unmittelbar, daB Go’ keine Pi- 
Gruppe sein kann, denn G hat laut Voraussetzung nicht die Eigenschaft Pi. 
Da Go’ zusammenhangend ist, hat GO’ auf Grund des bisher Bewiesenen 
such nicht die Eigenschaft PC, also such G’ und damit G nicht (Lemma 4 
und Lemma 2). Damit ist Theorem 1 vollstandig bewiesen. 
Es lassen sich nun noch einige umfassendere Resultate zeigen. Wir 
begniigen uns mit folgendem 
KOROLLAR. Sei G eine beliebige lokalkompakte Gruppe. Hat G die 
Eigenschaft P,, dann gibt es eine o#ene Untergruppe, die die Eigenschaft 
PI hat. Auch GO iat eine PI-gruppe. 
BEWEIS : G enthilt eine offene Untergruppe U mit U/G, kompakt. 
Aus Lemma 4 und Theorem 1 folgt dann die Aussage des Korollars; 
beziiglich GO selbst beachte man, daB sich PI auf abgeschlossene Unter- 
gruppen von U “vererbt” ([6], Ch. 8, Q 3.8). 
Damit ist das Problem der Aquivalenz von PI und PC auf den Fall 
total unzusammenhangender Gruppen zuriickgefiihrt. Sei namlich G eine 
Gruppe, die die Eigenschaft PC, nicht aber die Eigenschaft PI besitzt, 
dann hat GO nach dem Korollar die Eigenschaft PI und G/Go hat diese 
Eigenschaft nicht. G/Go hat aber die Eigenschaft PC (Lemma 2). 
Den Fall diskreter Gruppen wollen wir etwas spater n&her untersuchen. 
Fur total unzusammenhangende nichtdiskrete Gruppen kijnnen wir am 
wenigsten aussagen. Wir begniigen uns mit folgenden Beispielen. Sei Qp 
der K&per der p-adischen Zahlen. Wir betrachten die total unzusammen- 
hangenden Gruppen GL(n, Qp), SL(n, Qp). Diese Gruppen haben die 
Eigenschaft PI nicht ([6], Ch. 8, Q 7.5, Example 2). 
Sie erfiillen aber such nicht die Bedingung PC, was eben dort bewiesen 
wurde. Es wurde niimlich gezeigt, dal3 eine gewisse Quotientengruppe 
die Bedingungen a), b), c) von Lemma 1 erftillt. 
Reiter wies mich darauf hin, da13 such fiir die Gruppen, die VAN DIJK 
betrachtete ([l]), die Eigenschaften PI und PC Equivalent sind. Lemma 1 
la& sich unmittelbar auf solche Gruppen ausdehnen. 
Enthalt G eine normale Pi-Untergruppe, die auBerdem offen ist, (kom- 
pakt-offene Untergruppen gibt es in total unzusammenhiingenden Gruppe 
immer), so kann man zur Quotientengruppe iibergehen und erhllt den 
diskreten Fall. Bei diskreten Gruppen gibt eine Arbeit von B. JOHNSON [3] 
eine weitgehende Antwort auf unsere Fragestellung. Urn dies zu sehen, 
wollen wir zunachst eine zu PC Squivalente Eigenschaft herleiten. Wir 
beweisen zunachst folgendes Lemma : 
LEMMA 5. Sei f E Ll(G) beliebig, G beliebig lokalkompakt ; wir setzen 
1) Cl= inf(llz ~n&,,fll~, 2 cn= 1, cn EC;, yn E G} 
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2) CZ= inf {Ilf *g/11, g E WC), J g(z)dx= l} 
3) Gs= inf {Ilf * h-fill, h E Lo(G)}. 
Dann gilt Ci=Ca=Cs. 
BEWEIS : I) Ci =Ca: Bekanntlich ([6], Ch. 3, $ 5.8) 1% sich f * g 
in der &Norm durch Linearkombinationen der Form 2 c,,&~ f mit 
2 cn = J g(z) do beliebig genau approximieren. Umgekehrt liil3t sich 
2 cn A, f, mit 2 cn = 1, durch Ausdriicke der Form f kg, mit g E hi(G), 
Jg=l,bl bg e ie i genau approximieren : Man kann u E Ll(G) so wlhlen, daD 
J u= 1 und Ilf * u-fflll<c ist (vgl. z.B. [6], Ch. 3, 0 5.6); setzt man dann 
g=xc,Avnu, so gilt Jg=l und Ilf*g-~c,All,fll<&. 1st Jg(z)dz=l, 
so ist also 2 cn = 1. Daraus folgt aber unmittelbar Ci = Cs. 
II) Cs = C3 : Sei f * g mit J g(x)&= 1 gegeben. Man wahle u E hi(G) 
mit J zc(z)dz= 1, IIf * u-fill< E. Sei h=u-g, dann gilt J h(z)dx= 0 und 
Ilf *h-fll1=llf * (U-c7)-fll1=ll(f *u-f)-f *c7lll<llf *glll+E* 
Sei ungekehrt h E Lo(G) gegeben, sei g = u - h, mit u wie oben ; dann gilt 
J gw~ = 1, 
Ilf *kll1=Ilf * (U-h)ll1=Il(f *u-f)-(f *h-f)lll<llf *~-flll+&* 
Es folgt also Ca= C’s, womit das Lemma bewiesen ist. 
Fur die Unteralgebra Lo(G) von ,51(G) bedeutet die Existenz von ap- 
proximierenden Rechtseinheiten, da13 fur alle f E Lo(G) C’s = C,(f) = 0 gilt; 
aus Lemma 5 folgt daher: 
PROPOSITION 1. Sei G eine beliebige lokalkompakte Gruppe. G hat 
genau dann die Eigenschaft PC, wenn La(G) approximierende Rechtsein- 
heiten hat. 
BEMERKUNG : Aus Symmetriegriinden bleibt die Aussage richtig, wenn 
man in obiger Aussage Rechtseinheiten durch Linkseinheiten ersetzt. 
B. JOHNSON [3] hat nun gezeigt, da13 fur diskrete Gruppen G, die die 
freie Gruppe zweier Erzeugenden FZ als Untergruppe enthalten, Lo(G) 
keine approximierende Einheiten besitzt; also kann G keine P,-Gruppe 
sein. Stimmt die bekannte Vermutung, dal3 Gruppen, die die Eigenschaft 
PI nicht haben, stets die FZ als Untergruppe haben, dann ist die Aqui- 
valenz von PI und PC such fur diskrete Gruppen bewiesen. 
1st G eine Pi-Gruppe, dann gilt bekanntlich, daB Lo(G) beschriinkte 
approximierende Einheiten besitzt [5]. 
In der Arbeit [5] wurde such folgendes Ergebnis bewiesen, wenn such 
nicht explizit ausgesprochen : 
PROPOSITION 2. Hat Lo(G) vielfache approximierende Rechtseinheiten, 
dann hat G die Eigenschaft PI. 
Mit diesem Ergebnis la& sich eine Verallgemeinerung eines Beispiels 
von B. JOHNSON angeben [3]. 
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BEISPIEL. Sei G eine lokalkompakte Gruppe, die die Eigenschaft PI 
nicht hat. Sei Z die diskrete Gruppe der ganzen Zahlen. Sei Cl = G x Z; 
dann gibt es in Ll(G1) einen abgeschlossenen G-rechtsinvarianten Teil- 
raum E, sodaB Tc(E) C Ll(Z) nicht abgeschlossen ist. 
Wir begniigen uns mit folgendem Hinweis: 
Auf Grund von Proposition 2 gibt es endlich viele Funktionen 
@l, @2, a**, dig E Lo(G) derart, da13 fiir eine gewisse Konstante, c > 0 gilt: 
max I[& * g-@illl >c fiir alle g E Lo(G). 
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Man definiere nun die f% analog wie im Beispiel von B. Johnson, mit 
folgender AbB;nderung : 
n>l 
fn((n- l)N+i, g)=@(g) fiir 1 <:i<N 
fn( -n, 9) =n-l Y(g) 
f&h 9) =0 fiir m#-n, (n-l)N+i mit l<i<N 
Die fn haben paarweise disjunkte TrBger ; und aus einem Beweis, ganz 
analog zu dem von B. JOHNSON ist [3], ergibt sich die Behauptung im 
obigen Beispiel. 
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